
제13장 z 변환

[개념 문제]

13.1   변환에 대한 다음의 설명 중 틀린 것은? 

  ㉮   변환은 단순히 이산 데이터의 수학적 표현과 취급을 위해 고안된 변환으로 처음부터 주파수 영역 해

석을 목적으로 만들어진 것은 아니다.

  ㉯   변환  로부터 항상 유일한 을 구할 수 있다. 

  ㉰ 이산 시간 푸리에 변환은   변환의 특수한 경우로 생각할 수 있다. 

  ㉱   변환은 에너지 신호나 전력 신호가 아닌 신호들도 주파수 영역으로 변환해준다. 

Ans) ㉯

13.2   변환의 수렴 영역에 대한 다음의 설명 중 틀린 것은? 

  ㉮ 수렴 영역이 단위원(  )을 포함하지 않는 신호는 이론적으로 DTFT를 할 수 없다.

  ㉯ 인과 유한 구간 신호는   을 제외한 전   평면이 수렴 영역이다.

  ㉰   변환을 할 수 없는 신호는 존재하지 않는다.

  ㉱ 단방향   변환에서는 같은  에 2개의 수렴 영역이 대응되지 않는다.

Ans) ㉰

13.3  ⇔  


일 때 다음의 (단방향)   변환쌍 중 틀린 것은?

  ㉮   ⇔  


                ㉯    ⇔  


  ㉰   ⇔  


                ㉱   ⇔  


 Ans) ㉰

      →      ,          

13.4   변환의 성질에 대한 다음의 설명 중 옳은 것은?

  ㉮ 인과 신호 에 대해      이다.

  ㉯ 주파수 척도조절 

 


은   평면에서 허축을 따라 각 만큼 이동한 것이다.

  ㉰   ⊛의   변환은    이다.

  ㉱ 양방향   변환과 단방향   변환은 동일한 성질을 지닌다.

Ans) ㉮

  인과 신호는   에서 값이 0이므로      이다.

 



13.5 다음의  와 신호의 정상상태 값 ∞의 짝 중에서 틀린 것은? 

  ㉮     

  
 ∞         ㉯      

  
 ∞  

  ㉰     

  
 ∞         ㉱      

  
 ∞  

Ans) ㉱

13.6   역변환에 대한 다음의 설명 중 옳은 것은? 

  ㉮ 정의식을 쓰지 않고 를   역변환하는 방법은 부분분수 전개법이 유일하다.

  ㉯ 의 분모와 분자의 차수가 같으면 역변환으로 얻은 신호에 반드시 임펄스가 포함된다.

  ㉰ 를 바로 부분분수로 전개해서는 을   역변환할 수 없다. 

  ㉱ 복소극을 갖는  를   역변환한 신호는 항상 수렴한다. 

Ans) ㉯

  을 바로 부분분수로 전개해도 되지만, 그 경우 얻어진 결과를 시간 이동 성질을 이용해 다시 정리해야 

한다. 

13.7   변환에 의한 차분 방정식의 풀이에 대한 다음의 설명 중 틀린 것은? 

  ㉮   변환에 의해 차분 방정식은 에 관한 대수 방정식으로 바뀌어 풀이가 수월하다. 

  ㉯   변환의 시간 이동 성질을 이용하여 한 번에 완전해를 구할 수 있다.

  ㉰ 특성 방정식이 출력의   변환  를 이루는 항들의 분모에 공통으로 들어 있다.

  ㉱ 반드시  에서의 초기 조건이 주어져야만 풀이가 가능하다. 

Ans) ㉱

  반복 대입법에 의해    에서의 초기 조건을 쉽게 얻을 수 있다.

13.8 전달 함수에 대한 다음의 설명 중 틀린 것은? 

  ㉮ 차분 방정식의 계수에 의해 전달 함수는 완전히 결정된다. 

  ㉯   평면의 단위원 상의 모든 점들에 대해 전달 함수의 값을 구한 것과 주파수 응답은 같다.

  ㉰ 서로 다른 임펄스 응답을 갖는 시스템이라도 같은 전달 함수를 가질 수도 있다.

  ㉱ 전달 함수의 극은 시스템 모드와 임펄스 응답의 형태를 결정한다. 

Ans) ㉰

 

13.9 시스템의 극과 영점에 대한 다음의 설명 중 옳은 것은? 

  ㉮ 극이   변환의 수렴 영역에 존재하면, 그 시스템은 안정하다. 

  ㉯ 이득에 미치는 극과 영점의 영향을 크게 하려면 원점에 가깝게 위치시키는 것이 좋다.

  ㉰   평면의 단위원 위에 있는 위상이 인 영점은 주파수가 인 입력에 대해 출력을 으로 만든다. 

  ㉱ 원점에 위치한 극은 주파수 응답의 크기와 위상에 모두 영향을 미친다. 

Ans) ㉰

13.10   변환과 라플라스 변환의 관계에 대한 다음의 설명 중 틀린 것은?

  ㉮   변환은 라플라스 변환의 특수한 경우로 볼 수 있다.



  ㉯   평면을   평면으로 사상할 때, 시스템의 안정도는 보존되지 않는다. 

  ㉰ 인과 신호에 대한 라플라스 변환의 수렴 영역은 인과 신호에 대한   변환의 수렴 영역으로 사상된다.

  ㉱   평면의 허축이   평면의 단위원으로 중복 사상되기 때문에 주파수 중첩이 발생한다.

Ans) ㉯

[기초 문제]

13.11   변환의 정의식을 이용하여 다음 신호의   변환을 구하라.

  (a)                

Ans)   
  



   


       

  (b)   

Ans)   
  

∞

    
   

 


 
 



 
 



 ⋯

          
   


 

 


 
 



 
 



 ⋯ 






       ∴      
 

  (c)    ≥ 인 짝수
 ≥ 인 홀수               

Ans)   
  ∞

∞

                ⋯ 
  



  (d)    ≥ 인 짝수
  ≥ 인 홀수  

Ans)   
  ∞

∞

   
  

∞

   



13.12 다음 신호의 양방향   변환과 수렴 영역(ROC)을 구하라. 

  (a)    

Ans)   
  ∞

∞

    
  

∞

 



     수렴 영역 :   

  (b)      

Ans)   
  ∞

∞

      
  

∞

 



     수렴 영역 :   



  (c)    

Ans)   
  ∞

∞

    
  ∞

 

    
  

∞

  



 



          ∴ ROC :     

  (d)       

Ans)   
  ∞

∞

   
  

∞

    
  ∞

 

  
 






      이 경우 수렴 영역은   과   를 동시에 만족해야 하는데, 모순이므로   변환은 존재 않는다.

13.13 다음의 신호 에 대해    의 단방향   변환을 구하라.

  (a)                           

Ans)          
              

∞     

  (b)    
Ans)         
              

∞     

13.14   변환의 성질과 변환쌍표를 이용하여 다음 신호의   변환을 구하라.

  (a)     
Ans) ′   라 두면   ′ 이므로, 주파수 미분 성질을 이용하여

              

 ′ 
   

   
 
   

 

  (b)      

Ans)   변환의 성질과 변환쌍표에서

   ⇔
 


  



   ⇔    

                이므로 

                ⇔  






  (c)   sin                

 Ans) ′   sin  이라 두면   ′  이므로, 시간 이동 성질을 이용하여 

              ′   cos  
sin 



  (d)     ∗   
Ans)      ,      이라 두면 시간 컨벌루션 성질에 의해 

                 


  (e)    sin                   

Ans) ′    sin  이라 두면   ′  이므로, 주파수 미분 성질에 의해 

              ′     

  (f)   cos

 

Ans) cos

   cos


    

          cos ⇔
cos 

    
  cos 

 

    &    ⇔ 

     주파수 척도조절 성질( ⇔   )에 의해 

            
cos


    

 cos


 

  
    

  
        

13.15 신호 의   변환이 다음과 같을 때, 주어진 신호들의   변환과 수렴 영역을 구하라.

            


   

  (a)    

Ans) 시간 이동 성질을 이용하면

               


   

  (b)   

Ans) 주파수 척도조절 성질을 이용하면

             

  





   

  (c)    

Ans)   
  ∞

∞

   
  ∞

∞

      

       ∴     


   



  (d)       

Ans) 시간 이동 성질과 선형성을 이용하면

                  
 

   

  (e)   ∗  
Ans) 시간 이동 성질과 시간 컨벌루션 성질에 의해 

            ⋅       
13.16 다음과 같은 단방향   변환에 대해 역변환을 하지 말고 초깃값과 최종값을 구하여라. 만약 값을 구할 

수 없다면 그 이유를 설명하라.

  (a)   
    



Ans)   변환의 초깃값 정리 및 최종값 정리를 적용하면

      초깃값 :   lim
→∞

  lim
→∞

    


 

      최종값 : ∞  lim
→

      lim
→

  
    


 lim

→

    


 

  (b)   
   

  

Ans)   변환의 초깃값 정리 및 최종값 정리를 적용하면

      초깃값 :   lim
→∞

  lim
→∞

   

   
 

      최종값 : 없음 ( ∵ 신호의 극(      의 근)은 

±
로서 단위원 상에 존재 → 순수 진동 )

  (c)   
    



Ans)   변환의 초깃값 정리 및 최종값 정리를 적용하면

      초깃값 :   lim
→∞

  lim
→∞

   


 

      최종값 : 없음 (∵ 신호의 극(      의 근)은    로서 단위원 밖에 존재 → 불안정)

  (d) 
    

   

Ans)   변환의 초깃값 정리 및 최종값 정리를 적용하면 

      초깃값 :   lim
→∞

  lim
→∞

    

  
 

      최종값 : ∞  lim
→

      lim
→

  
    

   
 



13.17 다음의 단방향   변환의 역변환 을 부분분수 전개법으로 구하라.

  (a)     


Ans)    


  






       ∴         

  (b)     
   

               

Ans)    
   

  






       ∴         

  (c)       

  

Ans)      
   

  


 


 



       ∴     ⋅  ⋅

  (d)     


Ans)    


 





 


 


 


 


       ∴   


   


  


  


       

  (e)     
  

Ans)    
   

 





 


 


 



      ⇔ 
  

을 이용하여 역변환해야 하므로

             




 


 
   

 


 


 



       ∴   


   


   


    


    

  (f)  
   


          

Ans)  
    

   

   


   

                cos    
     →      









 



  cos 


 





       ∴   


cos


 


sin 


  


cos


 




         

13.18 다음 차분 방정식으로 표현된 LTI 시스템의 출력을   변환을 이용하여 구하라.

  (a)      ,     ,       
Ans)   


     

             


             
    

     
  

   
 

       ∴           

  (b)      ,     ,       
Ans)   


       

             


             
      

   
  

   
   

 

       ∴                       
※ (a)와 (b)를 통해 초기 조건의 유무에 따른 출력의 차이를 확인할 수 있다.

  (c)  


  


   


,    ,     ,    

Ans)  

     


          




            
 


            



   


 




  


  


  





   


 





 





 



 




 



 



 






 



 




 



 




 

 






       ∴  



  

 
 



 

 
 











  

 
 



 

 
 



 





   
 



 

 
 



 

  (d)            ,    ,         
Ans)  


     


            


  

             


                 
                

   
  



 
   

   
   

 

       ∴                    
            

  (e)       ,    


,          

Ans)                  

             
  



            
    

      

    



 


 




    




   








   





 



 





       ∴   


cos





sin


 





 

13.19 인과 LTI 시스템의 입출력이 다음과 같이 주어질 때, 이 시스템의 전달 함수, 임펄스 응답, 차분 방정

식을 구하라.

  (a)         ,       
Ans)                     

                



(1) 전달 함수  

                  
        

 

(2) 임펄스 응답

             
    

 
    

       ∴                     
(3) 차분 방정식

                            

       ∴            

  (b)   
 



,   
 





Ans)   
  

∞




  

 






       
  

∞




  

 






(1) 전달 함수

            
 


 
  



  

(2) 임펄스 응답

              




          
(3) 차분 방정식

                      

       ∴       

  (c)    
 



,      
 





Ans)    
  

∞

 


  




 



 





       
  

∞

   
 



  
 



 


 



  






(1) 전달 함수



            
 


   


  

 

 


  




  
 

(2) 임펄스 응답

              













 



 









   
 





(3) 차분 방정식

           


   


       


  

       ∴  


  


    


 

  (d)   ,   
 



  
 





Ans)   
  

∞

  
 


 



       
  

∞


 



  
 



  
 



 


  

 

(1) 전달 함수

            
 

     

      
  

    

(2) 임펄스 응답

              




      
(3) 차분 방정식

                          

       ∴           

13.20 다음의 차분 방정식으로 표현되는 인과 LTI 시스템의 전달 함수와 임펄스 응답을 구하라. 그리고 시스

템의 극과 영점을 구하고 안정도를 판별하라.

  (a)             

Ans) (1) 전달 함수

                     

       ∴    
  


     



    



(2) 임펄스 응답

              


 





 





          

       ∴   

  


 

(3) 극과 영점 및 안정도

    극 :       &  영점 :    



    안정도 : 극이 모두 단위원 안에 있으므로 안정

  (b)  


  


     

Ans) (1) 전달 함수

             

    


     

       ∴    
  


 


   


 

  

  


  



  

(2) 임펄스 응답

            
 





 




                        

       ∴   


  


 

(3) 극과 영점 및 안정도

    극 :   


 


   &   영점 :     

    안정도 : 극이 모두 단위원 안에 있으므로 안정

  (c)  


  


     

Ans) (1) 전달 함수

             

    


       

       ∴    
  


 


   


 

   

  


  



  

(2) 임펄스 응답

            
  





  





       ∴    
 



  
 





(3) 극과 영점 및 안정도

    극 :   


 


   &   영점 :   

    안정도 : 극이 모두 단위원 안에 있으므로 안정

  (d)           
Ans) (1) 전달 함수

             

    


        

       ∴    
  


 


  


 

  

  


 



  



(2) 임펄스 응답

            
  










  





       ∴   


 




(3) 극과 영점 및 안정도

    극 :   


(중극)   &   영점 :     



    안정도 : 극이 모두 단위원 안에 있으므로 안정

  (e)         

Ans) (1) 전달 함수

                         

       ∴    
  


     

   

    

  

(2) 임펄스 응답

          cos ⇔
cos 

    
  cos 

 

            
     

  

cos 

    
 cos 

 

                                  ∴   ,  cos  


,     



       ∴    cos

 

(3) 극과 영점 및 안정도

    극 :   ±   &   영점 :     

    안정도 : 단위원 밖에 극을 가지므로 불안정

  (f)        

Ans) (1) 전달 함수 

                      

       ∴    
  


     



    



(2) 임펄스 응답

          cos ⇔
cos 

    
  cos 

 

          sin  ⇔
cos 

    
sin 

 

            
     




cos 
    

 cos 
   sin  

  



                 ∴   ,  cos  


,  sin   


,     


,    ,    

       ∴    cos

  sin


   cos


 

       

(3) 극과 영점 및 안정도

    극 :  

±
  &  영점 :   (중근)

    안정도 : 극이 모두 단위원 안에 있으므로 안정

[응용 문제]

13.21 다음의 에 대해 주어진 수렴 영역을 만족하는 역변환 을 구하라. 

  (a)   
   

  

(ⅰ)    , (ⅱ)      (ⅲ)    

Ans)    
  








  (ⅰ)     : 두 신호 모두 인과 신호인 경우

            






 
 


 
 

          ∴                 

     

  (ⅱ)       : 양방향 신호로서 앞의 신호는 인과 신호, 뒤의 신호는 비인과 신호인 경우

            






 
 

 



 






          ∴        


     

  (ⅲ)     : 두 신호 모두 비인과 신호인 경우

            





 


 



 






          ∴      

     

  (b)    
   

(ⅰ)    , (ⅱ)     

Ans)  
    

    


(ⅰ)  : 분수항이 인과 신호인 경우

             
   

   
 
 

          ∴               



(ⅱ)      : 분수항이 비인과 신호인 경우

                


    



          ∴       

  (c)   
    

  

(ⅰ)    (ⅱ)      (ⅲ)   

Ans)    
   

  






  (ⅰ)     : 두 신호 모두 인과 신호인 경우

              





 

 



 


          ∴   ⋅   

  (ⅱ)      : 양방향 신호로서 첫 번째 항은 비인과 신호, 두 번째 항은 인과 신호의 경우

              





  

 










 


 

          ∴         

  (ⅲ)    : 두 신호 모두 비인과 신호인 경우

              





  

 













          ∴         

13.22 신호 의   변환이 다음과 같다.

            
      



  (a)      의   변환을 구하여라.

Ans) 시간 이동(시간 지연) 성질을 이용하면

              
 

     



      



  (b)     의   변환을 구하여라.

Ans) 시간 이동(시간 선행) 성질을 이용하면

             
      


   

  (c) 긴 나눗셈을 이용한 멱급수 형태의 역변환을 통해    일 때의  값,   일 때의   값, 

  일 때의   값을 구하라.

Ans) 



(ⅰ)    일 때의  값

                     ⋯


       

     


    

      



    

       



    

       



     

⋮

      따라서

                     ⋯      

            ∴                

(ⅱ)   일 때의       값

                ⋯


       

        



      

         



      

⋮

      따라서

                
    ⋯      

            ∴               

(ⅲ)   일 때의   값

             
     


    

      

    

               ⋯


          

     


    
⋮

      따라서

                 
  ⋯      

            ∴               



  (d) (c)의 결괏값들은 일치하는가? 그렇다면 이유를 설명하라.

Ans)  은 인과 신호 을   만큼 지연시킨 신호이므로 시간 이동에 의해 가감되는 샘플 성분이 없

다. 따라서 이의   변환   을 역변환하더라도     을 만족한다. 

      또한  은 을   만큼 시간 선행하여  에 해당되는 샘플 성분들을 버린 인과 신호이기 

때문에 이의   변환   을 역변환하게 되면    을 만족한다. 

13.23  가 신호   의   변환이라고 할 때, 다음의   변환에 대응되는 시간 신호를 구하라. 

  (a)      

Ans) 시간 반전 성질을 이용하면

                 

  (b)     

Ans)      
  ∞

∞

     
  ∞

∞

    
  ∞

∞

 

          ∴    

  (c)    
 

Ans)   

⋅ 

        변환의 시간 컨벌루션 성질과 [예제 13-14]의 결과(식 (13.44))로부터 

            ∗   ∗   
  





  (d)      

Ans) 시간 컨벌루션 성질로부터 

            ∗   ∗    

13.24 다음 물음에 답하라.

  (a)     
  의   변환이   임을 보여라.

Ans)     
     ∗  

      따라서 시간 컨벌루션 성질에 의해 

              
  (b) (a)의 결과를 이용하여    의   변환을 구하라

Ans)     
   

       ∴    
 



  (c)       
      의   변환을 구하라

Ans)       
     

   
     (a)와 (b)의 결과를 이용하여

               
 

13.25 다음의 차분 방정식으로 표현되는 이산 LTI 시스템에 대해   변환을 이용하여 입력   일 때 

출력 을 ‘영입력 응답 + 영상태 응답’, ‘고유 응답 + 강제 응답’ 형태로 각각 구하라.

  (a)     ,    

Ans)  
 


                  

       ∴   
 
 


 


  


  



(i) 영입력 응답 + 영상태 응답

            






 






 





 


 

 




       ∴      



  


 









           영입력응답             영상태응답    

(ii) 고유 응답+강제 응답

            



 




 










 

 




       ∴  



  






















           고유응답          강제응답    

  (b)  


  


   ,           

Ans)  

     


           

            



   


 




  


  


  





   


 


 


 


  




 


   


 


  










(i) 영입력 응답 + 영상태 응답



            



 



 




 



 



 






 

 




 



 




 


 

 




       ∴  



  

 
 



 

 
 











  

 


 

 
 



 









               영입력응답                         영상태응답    

(ii) 고유 응답+강제 응답

            



 



 








 



 










 

 




       ∴  



  

 
 





 
 




















                   고유응답             강제응답    

  (c)         ,          

Ans)                 

            
   

       

   


 

  
  

  






(i) 영입력 응답 + 영상태 응답

            






 

 






 


 





 


 

 




       ∴      



   


 









                          영입력응답                           영상태응답  

(ii)고유 응답+강제 응답

            



 


 


 

 










 

 




       ∴  



  






















                   고유응답              강제응답    

  (d)         ,            

Ans)                    

            
    

      

    


    

   

 
   

  

(i) 영입력 응답 + 영상태 응답



            






 

 









 


  

 




       ∴            

                     영입력응답                영상태응답  

(ii) 고유 응답+강제 응답

            



  


  

 








 




       ∴          

                고유응답           강제응답    

13.26 이산 인과 LTI 시스템의 전달 함수가 다음과 같을 때, 주어진 입력에 대한 출력을 구하라.

            
    

  

  (a)  

Ans)     
  

∞

   



                  
 


  


  




   





 





 





 




 

       ∴    
 



 
 



 
 



  

  (b)       

Ans)     
   

                   
      

   

       ∴        
 

  

 
 

  

 
 

  

 

  (c)     

Ans)    
           

       ∴       
 




 



 
 





  (d)   

Ans)    
            


 

       ∴    


   

 
 

  


 

  

 
 

  

 

13.27 임펄스 응답이   


인 인과 LTI 시스템의 출력이 다음과 같을 때, 시스템에 인가된 입력을 

구하라.



  (a)    

Ans)  
 





              

            
 



    




     

       ∴       

  (b)    




Ans)  
 





             



 





  






            
 


  








 



 



       ∴    

  (c)   


 


 




Ans)  
 





             






 








  




  




            
 


  




   






 



 


 






 








       ∴   


 


 


 


 

13.28 다음 그림과 같이 연결된 이산 LTI 시스템에 대해 전체 시스템의 임펄스 응답을 구하라. 단, 각 시스템

의 임펄스 응답은 다음과 같다.

][3 nh

][1 nh

][2 nh
][ny][nx

][3 nh

][1 nh

][4 nh

][2 nh

][ny][nx

(a) (b)



  (a)    


,      ,        

Ans)    ∗      

                   

                  
 





                   

                   
 



 



       ∴   
 




 


 

 


  




 




 



       ∴   


    


 

  (b)    ,      
,        , 

            

Ans)        ∗     

                     

                      

                     


                       
  

  

                       
  



       ∴    




  



 

  


 
 

       ∴   

13.29 다음 그림과 같은 이산시간 시스템의 블록선도가 있다.

 1-az
)(zX )(zY

  (a) 이 시스템의 차분 방정식 모델을 구하라.

Ans)        

       ∴       

  (b) 이 시스템의 전달 함수를 구하라.

Ans)   
  


  
 







  (c) 이 시스템이 BIBO 안정일 경우 파라미터 의 범위를 결정하라.

Ans) BIBO 안정하려면 극   이   평면에서 단위원 내에 존재해야 한다. 

       ∴    

  (d) 이 시스템의 임펄스 응답을 구하라. (c)의 답은 임펄스 응답으로부터 명백한가? 그 이유는 무엇인가?

Ans)        

      시스템이 BIBO 안정하기 위해서는 임펄스 응답이 절대 총합 가능해야 한다.

           
  ∞

∞

   ∞

      이는 임펄스 응답이 발산하지 않고 수렴해야 함을 의미하며, 따라서    을 만족해야 한다.

  (e)   일 때 이 시스템의 단위 계단 응답을 구하라.

Ans)   


             

 


 


 


   

       ∴     

13.30   평면의 극과 영점을 이용한 주파수 응답의 계산을 이용하여 다음 그림과 같은 형태의 극-영점 분포

를 갖는 시스템의 대략적인 진폭 응답 특성을 그려라. 이들 시스템은 어떤 종류의 필터인가? 

x x

x

xx

x

(a) (b) (c)

  (a)

Ans) 시스템의 전달 함수는 

            
 

,    단     

                    

  
  cos

cos
 

  이 시스템은 일종의 고역 통과(HP) 필터로 볼 수 있다. 

x

               
p0 W

a+1
2 )(WH

          



(b)

Ans) 시스템의 전달 함수는 

            


   
    

      
,    단      

                  
  

     
      

     
 



   
  





  이 시스템은 일종의 저역 통과 필터로 볼 수 있다. 

x
x

x

(b)
   

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

5

10

15

20

25

(  ,   ,   


의 경우의 진폭 응답)

                           

  (c)

Ans) 시스템의 전달 함수는 

            


   
  

  
   

  
,    단     

                  
  

     
   

  
     

   

  이 시스템은 일종의 notch 필터로 볼 수 있다. 

x

x

(c)
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