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01.

(a) 

 


  

  


 


  

   



 


    

     

(b) 









    









  

  
  

02. 

행렬   ∊ℝ × 과 













⋮


∊ℝ의 곱 는 차원 벡터입니다. 행렬 곱의 정의에 

의해, 행렬 곱 의 번째 성분은 다음과 같습니다. 

   
  



    ⋯

따라서 다음이 성립합니다.













 
 
⋮

 

 













⋮
















⋮


⋯













⋮


   ⋯

03. 
(a) 거짓
(b) 참

04. 

(a)   

 

 


 

  
 

(b)    














 






 





 






 















   

    
   



05. 
영벡터 ∊ℝ은   으로 표현할 수 있으므로, 선형변환의 정의에 의해 

   

이므로,  입니다. 

06. 
(a) 선형변환의 정의에 의해 다음과 같습니다.

         

(b)   

⋅ ⋅ ⋅ 


 

07. 
① (⇒ )
    ⋯이 벡터공간  의 기저라고 합시다. 만약,  의 임의의 원소 가  , ,⋯ ,
과  , ,⋯ ,에 대해 

     ⋯ 
      ⋯ 

으로 표현된다고 하면, 우변의 두가지 선형결합을 정리하면 다음을 얻습니다. 

          ⋯   

가 기저이므로   ,  ,⋯ ,는 선형독립이고, 선형독립의 정의에 의해 

       ⋯        ⇔      ,   ,⋯ ,  

이어야 합니다. 즉, 의 원소들의 선형결합으로 를 표현할 수 있는 방법은 유일합니다. 

② (⇐ )
임의의 ∊가 의 원소들의 유일한 선형결합으로 표현된다고 합시다. 그러면, 어떤 스칼라 
 , ,⋯ ,에 대해       ⋯으로 표현되므로 는  의 생성집합임을 알 
수 있습니다. 한편, 

     ⋯  



이 성립하고, 의 원소들로 ∊ 을 표현하는 선형결합은 유일하므로, 선형독립의 정의에 의
해 는 선형독립집합입니다. 따라서 는  의 기저입니다. 

08. 
(a) 
➀ 고윳값
  cos  sin,   cos  sin

➁ 고유벡터
❶   cos  sin

  cos  sin에 상응하는 고유벡터는   


 




입니다. 

❷   cos  sin

  cos  sin에 상응하는 고유벡터는   


 




 
입니다. 

(b) 
➀ 고윳값

  ,   
  ,   

 

➁ 고유벡터
❶   

  에 상응하는 고유벡터는   










입니다. 

❷   
 

  

  에 상응하는 고유벡터는   


















입니다. 

➌   
 

  

   에 상응하는 고유벡터는   














    

   


    

    

입니다. 



09. 
(a) 행렬  의 고윳값을 , 고유벡터는 라고 하면   가 성립합니다. 한편, 

     

    ≥ 

이고, ≥ 이므로 ≥ 입니다. 따라서, 행렬  의 고윳값은 음이 아닌 실수입니다. 

(b) 실수에서 정의된 대칭행렬  의 고윳값을 ∊ℂ1), 모든 성분이 0이 아닌 고유벡터를 
라고 하면  가 성립합니다. 한편,  의 양변에 켤레를 취하면,   에 의해  

    ⇒         ⇒     

를 얻습니다. 따라서



 


  


  


     


  


  


 




이므로,   가 성립합니다. 따라서, 는 실수입니다. 

10. 
(a) 
① 고윳값

  

   ,   


  

② 대각합

tr 
  



     

③ 행렬식
det ⋅ 

  ⋅  

행렬 의 고윳값의 합은 , 곱은 이고 이는 각각 행렬의 대각합 tr와 행렬식 
det과 같습니다. 

(b) 행렬   의 특성다항식을 라고 하면, 어떤 실수 ⋯  

1) 여기서 ℂ는 복소수 집합을 의미합니다. 



 det    
    ⋯  
    ⋯  
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
   ⋯  

     
   ⋯  

입니다2). 이 특성다항식에 대해, 일반적인 방정식의 이론에 의해  을 만족하는 근인 고
윳값의 합은    이고 곱은  입니다. 

ⓐ 고윳값의 합    
주어진 특성 다항식의 행렬식을 첫 번째 행에 대해 계산해보면 의    제곱과 관련된 항
은 

  ⋯  

에서만 등장합니다. 따라서   의 계수인   는     ⋯ tr이므로 구
하고자 하는 고윳값의 합은      tr입니다. 

ⓑ 고윳값의 곱  
는 특성다항식에서 상수항이므로,  det 입니다. 행렬식의 성질에 의해,  

det  det이므로 다음과 같습니다.

 det    ⇒   det  

따라서 고윳값의 곱은 행렬식 det입니다. 

11. 
(a) 닮음관계의 정의에 의해, 주어진 행렬  , 에 대해   를 만족하는  를 찾으면 

됩니다.   

 


 

 
로 두고,   를 만족하는  를 찾아보면

       ⇒     

 


 

 


 


 

 



 


 

 


 


 

 
    ⇒     


 


 

 



 


 

 
    ⇒       ,   

임을 알 수 있습니다. 따라서   ,   를 만족하는 에 대해   가 성립하므로 행
렬  , 는 닮음관계입니다. 

(확인)   

 


 

 
로 두면,   



 


  

 
이므로, 

2) 고윳값은 특성다항식의 근이므로 특성다항식을 det  대신 det 로 봐도 무방합니
다. 



   


 


  

 


 


 

 


 


 

 



 


 

 
 

(b) 임의의 행렬   ,  ∊ℝ × 에 대해, 대각합의 정의를 이용하면  

tr 
  



  
  




  



  
  




  



  
  



  tr

임을 알 수 있습니다. 따라서, 닮음관계인 행렬  , 는     를 만족하므로 다음이 
성립합니다.

tr tr   tr   tr tr

12. 
(a) 행렬  는 대각화가 가능한 행렬입니다. 

       























,  




 


 

 



 


 

  
로 두면, 주어진 행렬은     로 

대각화 가능합니다. 

(b) 행렬 는 대각화가 가능한 행렬입니다. 

         






















 













,  











  

  

  












  
  
   

로 두면, 주어진 행렬은 

    로 대각화 가능합니다. 

13. 
직교행렬   의 각 열벡터를   ⋯이라고 할 때, 행렬 곱의 정의에 의해 

   
  



   
  



    ⋯    ⋅ 

가 성립합니다. 따라서 직교행렬의 정의에 의해     , 즉 

      
 ≠ 

 



이므로,  ⋅   가 성립합니다. 

14. 
① 직교행렬
주어진 행렬을 라고 하면,  가 직교행렬임을 보이기 위해서는     임을 보여야 합니
다. 이를 위해, 주어진 행렬  의 역행렬   를 구해봅시다. 

행렬 의 세 번째 행을 기준으로 행렬식을 구해보면, det      












 

이고, 행렬 의 각 여인자는 다음과 같습니다. 

   
    



  



 ,        






 

 

   
   




  



 ,         



  



 , 

   
   






 

 ,       




  





   
    



 


 ,       












 ,       









 

따라서 주어진 행렬 의 역행렬   는 

  det












  
  
  





















  




























   









  

이므로 행렬  는 직교행렬입니다. 



② 행렬  의 고윳값과 고유벡터

고윳값은   ,  


  ,  


   입니다. 

각 에 상응하는 고유벡터는   











 



 


입니다. 

15. 
(a) 정부호 행렬이 아닙니다. 
(b) 정부호 행렬이 아닙니다. 

 


